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АЛГОРИТМ МЕТОДУ ГІЛОК ТА МЕЖ ДЛЯ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ  
ОПТИМІЗАЦІЙНИХ ЗАДАЧ З ДРОБОВО-ЛІНІЙНОЮ ЦІЛЬОВОЮ ФУНКЦІЄЮ  

ТА ДОДАТКОВИМИ КОМБІНАТОРНИМИ ОБМЕЖЕННЯМИ

У роботі розглядається математична модель задачі комбінаторної оптимізації з дробово-лінійною 
цільовою функцією на множині розміщень.  Враховуючи, що задача дробово-лінійного програмування відріз-
няється від задачі лінійного програмування лише виглядом цільової функції, це дає можливість використо-
вувати для її розв’язування відомі методи лінійного програмування за певної їх модифікації. Серед комбіна-
торних методів важливе значення як в практичному, так і теоретичному плані має метод гілок та меж. 

У роботі поширено метод гілок та меж для розв’язування задач оптимізації на розміщеннях з дробово-
лінійною цільовою функцією та додатковими лінійними обмеженнями. Основними критеріями, що визнача-
ли ефективність методу при розв’язуванні конкретної задачі були спосіб обчислення оцінок та галуження. 
Алгоритм складається з двох етапів: спочатку перехід до релаксованої задачі (застосовуючи відповідне 
відображення переходимо від дробово-лінійної задачі оптимізації до лінійної), далі – модифікований метод 
гілок та меж, що ґрунтується на ідеях Ленда та Дойга.  Комбінаторна умова, а саме, бути елементом 
множини розміщень, замінена системою обмежень, що описує загальний многогранник розміщень.  

В роботі, на основі властивостей застосованого до задачі з дробово-лінійною цільовою функцією відо-
браження, доведено ряд тверджень, що лягли в основу методу розв’язування задачі. Зокрема, теорема 
про еквівалентність множин допустимих значень вихідної та релаксованої задач та теорема про оцінку 
допустимих областей задач, які є проміжними в процесі розв’язування. 

Запропонований алгоритм методу гілок та меж для розв’язування задач оптимізації на комбінаторній 
множині розміщень у випадку дробово-лінійної цільової функції видається доцільним надалі застосувати 
для розв’язування задач оптимізації з дробово-лінійною функцією цілі на інших множинах. 

Ключові слова: метод гілок та меж, розміщення, дробово-лінійна цільова функція, комбінаторна  
оптимізація.
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ALGORITHM OF THE BRANCH AND BOUND METHOD FOR SOLVING  
OPTIMIZATION PROBLEMS WITH A FRACTION-LINEAR OBJECTIVE FUNCTION  

AND ADDITIONAL COMBINATORY CONSTRAINTS

The paper considers a mathematical model of the problem of combinatorial optimization with a fractional-linear 
objective function on a set of placements. Given that the problem of fractional-linear programming differs from 
the problem of linear programming only in the form of the objective function, this makes it possible to use known 
methods of linear programming with a certain modification to solve it. Among the combinatorial methods, the method 
of branches and limits is important both in practical and theoretical terms.

In the work the method of branches and bounds is extended for solving optimization problems on placements 
with a fractional-linear objective function and additional linear constraints. The main criteria that determined 
the effectiveness of the method in solving a specific problem were the method of calculating estimates and branching. 
The algorithm consists of two stages: first, the transition to a relaxed problem (using the appropriate mapping, we 
move from a fractional-linear optimization problem to a linear one), then a modified method of branches and bounds, 
based on the ideas of Land and Doig. The combinatorial condition, namely, to be an element of the set of placements, 
is replaced by a system of constraints describing the general polyhedron of placements.

In the work based on the properties of the mapping applied to the problem with a fractional-linear objective 
function, a number of statements that formed the basis of the method of solving the problem were proved. In particular, 
the theorem on the equivalence of sets of admissible values   of the original and relaxed problems and the theorem on 
the estimation of admissible areas of problems that are intermediate in the process of solving.

The proposed algorithm of the branch-and-bound method for solving optimization problems on a combinatorial 
set of placements in the case of a fractional-linear objective function seems appropriate to be applied in the future 
for solving optimization problems with a fractional-linear objective function on other sets.

Key words: method of branches and bounds, placement, fractional-linear objective function, combinatorial 
optimization.

Актуальність проблеми. Оптимізаційні за- 
дачі на комбінаторних множинах все час-
тіше зустрічаються на практиці та потребують  
дослідження і розв’язання. Постає необхідність 
розробки нових та модифікації вже існуючих 
методів для їх розв’язування. У зв’язку з цим 
питання евклідової комбінаторної оптимізації 
все частіше стають метою досліджень вітчизня-
них та зарубіжних науковців.

Окремим класом можна виділити задачі 
оптимізації дробово-лінійної цільової функції, 
які адекватно моделюють ситуації, що мають 
місце на виробництві, сільському господарстві 
тощо (Ємець О.О., 2021, с. 63; Ємець О.О., 
2022, с. 14). Актуальними залишаються роз-
робка методів та алгоритмів розв’язування 
таких задач та проблема пошуку більш ефек-
тивних алгоритмів.

Аналіз останніх досліджень та публікацій. 
У роботах (Стоян Ю. Г., 1993;  Донець Г. П., 2011) 
описані методи та алгоритми розв’язування 

лінійних умовних задач на комбінаторних  
множинах. Розроблено методи розв’язування 
дробово-лінійних умовних задач на множинах 
переставлень (Ємець О. О., 2005; Донець Г. П., 
2011), розміщень (Емец О. А., 2011).

Виділення невирішених раніше частин 
загальної проблеми. Запропонований в ро- 
боті (Емец О. А., 2011) метод розв’язуван- 
ня умовних задач з дробово-лінійною цільо-
вою функцією на розміщеннях ґрунтується  
на розбитті простору на класи еквівалент-
ності та наступному напрямленому переборі 
цих класів. Доцільним є також застосування 
методів дискретної оптимізації (Корбут А. А., 
1977) для даного класу задач, враховуючи схо- 
жість окремих властивостей допустимих  
множин дискретної та евклідової комбіна- 
торної оптимізації. 

Мета дослідження – модифікуємо метод 
гілок та меж для розв’язування умовних задач 
оптимізації на розміщеннях з дробово-лінійною 
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цільовою функцією та обґрунтуємо алгоритм 
цього методу.

Виклад основного матеріалу дослідження. 
Множину k  перших натуральних чисел позна-
чимо kJ , тобто { }1,2,...,kJ k= , а { }0 0

k kJ J= ∪ . 

Нехай задано мультимножину { }1 2, ,...,G g g gη=  

з основою ( ) ( )1 2, ,..., nS G e e e= , де 1
ie R∈  ni J∀ ∈ , 

та кратностями елементів ( )G i ik e η= , ni J∈ . Оче-

видно, що 
1

n

i
i

η η
=

=∑  (Стоян Ю. Г., 1993). 

Візьмемо довільне k Jη∈ . Множина усіх 
упорядкованих k-вибірок з мультимножини G  
вигляду ( )

1 2
, ,...,

ki i ig g g , де ,    , ,
ji j t j tg G i i i i Jη∈ ≠ ∀ ∈

 ,  kj t J∀ ∈ , утворює загальну множину розмі-

щень ( )
n

kE G
η

. Нехай елементи мультимножини 
G  упорядковані за неспаданням, а елементи 
( )1 2, ,..., ne e e  її основи – за зростанням. 

Опуклою оболонкою множини ( )
n

kE G
η

 є за- 

гальний многогранник розміщень ( )
n

k G
η

Π , що 
описується системою нерівностей

1
1 1

,j i j k
j i j

g x g J
ω ω

η
ω

ω− +
= ∈ =

≤ ≤ ∀ ⊂∑ ∑ ∑       (1)

де jg G∈ , ω  – кількість елементів у множині ω  
(Стоян Ю. Г., 1993). 

Нехай , , , ,k n m pη  – натуральні константи, 
0, ,j j mc d R j J∈ ∀ ∈ , , ,ij i m pa b R j J i J∈ ∀ ∈ ∀ ∈ т а - 

кож 1 2 1( , ,..., , ,..., ) ,m
k k mt t t t t t R+= ∈  де ,j j kx t j J= ∀ ∈  

тобто змінні 1, ...,k mt t+  є неперервними, а 
1, ..., kx x  − комбінаторними.

Розглянемо задачу вигляду: знайти впоряд-
ковану пару ( )* , *F t t , таку що 

0
1*

0
1

( ) max ,
m

m

j j
j

m
t R

j j
j

c t c

F t

d t d

=

∈

=

+
=

+

∑

∑    

0
1*

0
1

arg max ,
m

m

j j
j

m
t R

j j
j

c t c

t

d t d

=

∈

=

+
=

+

∑

∑
              (2)

за комбінаторної умови

1( ,..., ) ( ) ,
η

= ∈ ⊂
n

k m
kx x x E G R     k m≤ ,        (3)

та додаткових лінійних обмежень

1

m

ij j i
j

a t b
=

≤∑ ,   i 1( ,..., ) ( ) ,
η

= ∈ ⊂
n

k m
kx x x E G R pJ .               (4)

Задача (2)–(4) може бути розв’язана шля-
хом переходу до релаксованої задачі: умову (3) 
„послабимо”, замінивши її (1). Застосовуючи до 
задачі (1), (2), (4) відображення ψ , яке задамо 
співвідношеннями 

0

0
1

1
,

m

j j
j

y

d t d
=

=
+∑

  0j jz t y=   , m
mj J t R∀ ∈ ∈ ,  (5)

перейдемо до задачі з лінійною функцією цілі 
та додатковими лінійними обмеженнями:

1 0 0
1

( ) max ,
m

m

j j
z R j

F z c z c y
+∈ =

= +∑  

1 0 0
1

arg max
m

m

j j
z R j

z c z c y
+∈ =

= +∑              (6)

за умов

0
1

0
m

ij j i
j

a z b y
=

− ≤∑ ,  i 1( ,..., ) ( ) ,
η

= ∈ ⊂
n

k m
kx x x E G R 

pJ ,            (7)

0 1 0 ,
1 1

j i j k
j i j

g y y g y J
ω ω

η
ω

ω− +
= ∈ =

≤ ≤ ∀ ⊂∑ ∑ ∑    (8)

0 0
1

1,
m

j j
j

d z d y
=

+ =∑   0 0,y >   0j mz j J≥ ∀ ∈ ,   (9)

де 1
0 1 1( , ,..., , ,..., ) m

k k mz y z z z z R +
+= ∈ , .j j ky z j J= ∀ ∈

Комбінаторна умова (3) після застосування 
відображення (5) запишеться у вигляді:

1
0 1( , ,..., ) m

ky y y y E R += ∈ ⊂  .           (10)

Множину, задану системою (8), позначимо 
( )

n

kQ G
η

. Задачі (1), (2), (4) та (6)–(9) екві-
валентні, тобто, якщо * * * *

0 1( , ,..., )mz y z z= , де 
,j j ky z j J= ∀ ∈  – оптимальний розв’язок за- 

дачі (6)–(9), то ( )* * * *
1 2, ,..., mt t t t= , де ( ) 1* * *

0 ,j jt z y
−

=  
,j j kt x j J= ∀ ∈  – оптимальний розв’язок (1), (2), 

(4). Аналогічне твердження має місце і для 
задач (2)–(4) та (6), (7), (9), (10).

Опишемо алгоритм методу гілок та меж для 
розв’язування задачі (2)–(4):

1. Перейти до релаксованої задачі: умову (3) 
«послабити», замінивши її (1) та застосувати 
перетворення (5) до задачі (1), (3), (4).

2. Розв’язати лінійну задачу (6)–(9). 
3. Якщо (6)–(9) не має розв’язку, то не має 

розв’язку (2)–(4), інакше нехай ( ) 1

0t z y
−=  – екс-

тремаль (1), (2), (4).
4. Якщо ( )

n

kx E G
η

∈ , де j j kx t j J= ∀ ∈ , то 
( ),F x x  – розв’язок задачі (2)–(4), інакше пере-

йти на корок 5.
5. Визначити індекс ρ  компоненти tρ   

точки t , т. що t Gρ ∉ , або ( ) ( )Gt
k t k tρ ρ> .
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6. Записати два обмеження, що відти- 
нають t :

1,it eρ ≤                              (11)
2 ,it eρ ≥                              (12)

де
 ( ) ( ){ }1

1 2 1max , , , ,..., , ( ) ,
ni i i i ie e e S G e t t t t e E G

η

ρ
ρ ρ −= ∈ < ∈

( ) ( ){ }2
1 2 1min , , , ,..., , ( ) .

ni i i i ie e e S G e t t t t e E G
η

ρ
ρ ρ −= ∈ > ∈

7. Застосувати до (11), (12) перетворення (5):
1

0 ,iz e yρ ≤                     (13)
2

0 ,iz e yρ ≥                     (14)

8. Приєднати до останньої задачі вигляду 
(6)–(9) обмеження (13) та застосувати кроки 
2–4 до розв’язування (6)–(9), (13). Якщо задача 
(6)–(9), (13) не має розв’язку, перейти на крок 9, 
інакше 1 1( ),F z z  – розв’язок задачі (6)–(9), (13).

9. Приєднати до останньої задачі вигля- 
ду (6)–(9) обмеження (14) та застосувати 
кроки 2–4 до розв’язування (6)–(9), (14). Якщо 
задача (6)–(9), (14) не має розв’язку, перейти  
на крок 10, інакше 2 2( ),F z z  – розв’язок за- 
дачі (6)–(9), (14).

10. Якщо жодна із задач вигляду (6)–(9), 
(13) та (6)–(9), (14) розв’язку не має, то за- 
дача (2)–(4) теж розв’язку не має.

11. Якщо одна із задач вигляду (6)–(9), (13)  
чи (6)–(9), (14) розв’язку не має, то перейти  
на крок 4.

12. Якщо обидві задачі вигляду (6)–(9), (13) 
та (6)–(9), (14) мають розв’язок, то для подаль-
шого галуження вибрати ту, яка надає цільовій 
функції більшого значення, і перейти на крок 4.

Вищеописаний алгоритм ґрунтується на 
таких ідеях. Позначимо D  – допустиму область 
вихідної задачі, тобто множину точок, що 
задовольняють умовам (2)–(4). Згідно з мето-
дом гілок та меж множину D  розіб’ємо на 
частини, що не мають спільних точок, тобто 

*
1 2 ,D D D D= ∪ ∪  *

1 2 ,D D D∩ ∩ = ∅  де 1D  – 

множина допустимих розв’язків задачі (2)–(4) 
при додаванні обмеження (11); *D  – множина 
допустимих розв’язків задачі (2)–(4) при до- 
даванні обмеження 2 1;i ie t eρ≤ ≤  2D  – множина 
допустимих розв’язків задачі (2)–(4) при дода-
ванні обмеження (12). Очевидно, що множина 
розв’язків *D  є порожньою для задачі (2)–(4) 
і з подальшого галуження може бути виключена.

Застосуємо до системи нерівностей, що опи-
сують множини *

1 2, , ,D D D  перетворення (5), 
отримаємо *

1 2, , .Q Q Q

Теорема 1. Обмеження (13), (14) не відсі-
кають жодної точки 0 1( , ,..., ),mz y z z=  т. що ,y E∈  
де .j j ky z j J= ∀ ∈

Доведення. Нехай існує * ,z Q∈  т. що z  – 
розв’язок  задачі (6), (7), (9), (10). Застосову-
ючи до z  перетворення, обернене до (5), отри- 
маємо точку t , ( ) 1

0 .t z y
−=  Враховуючи, що 

задачі (6), (7), (9), (10) та (2)–(4) еквівалентні, 
t  – розв’язок задачі (2)–(4). З (Емец О. А., 2011) 
очевидно, що відображення ψ  задає взаємно-
однозначну відповідність між D  – множиною 
точок, що задовольняють (2)–(4) та Q  – множи-
ною точок, що задовольняють (6), (7), (9), (10), 
а отже, *t D∈ . Однак за побудовою множина *D  
є порожньою для задачі (2)–(4). Суперечність. 
Таким чином, множина *Q  не містить розв’язків 
задачі (6), (7), (9), (10). Теорему доведено.

Враховуючи той факт, що задачі (1), (2),  
(4) та (6)–(9) еквівалентні, має місце наступна 
теорема.

Теорема 2. Оцінками допустимих областей 
iD  задач (2)–(4), (11) чи (2)–(4), (12) є значення 

цільових функцій відповідних задач (1), (2), (4), 
(11) чи (1), (2), (4), (12).

Висновки та перспективи подальших 
досліджень. Таким чином, у роботі запро-
поновано алгоритм методу гілок та меж для 
розв’язування задач оптимізації на комбіна- 
торній множині розміщень у випадку дробово-
лінійної цільової функції. В перспективі плану-
ється створити програмне забезпечення, що 
реалізує даний алгоритм, та дати йому теоре-
тичну оцінку.
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